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Vorwort

Etwa zwanzig Jahre sind vergangen seit dem Erscheinen derjenigen Lehr-
biicher der Graphentheorie, die bis heute fiir die meisten Grundvorlesun-
gen den inhaltlichen Rahmen setzen. Der hierin geschaffene Kanon hat
die Graphentheorie gepréigt, und er wird sie weiter priagen.

Gerade in der Graphentheorie jedoch hat sich in den letzten Jah-
ren einiges getan. Die Vernetzung von Methoden und Resultaten hat
zugenommen, es sind tiefe neue Sétze bewiesen worden, ja ganze Zwei-
ge sind neu entstanden: man denke etwa an den Briickenschlag zwi-
schen ehemals so unversohnlichen Invarianten wie chromatischer Zahl
und Durchschnittsgrad durch den Begriff der Listenfarbungen, an den
Einzug probabilistischer Methoden und des Regularitidtslemmas in die
extremale Graphentheorie oder die Ramseytheorie, oder an die Theorie
der Baumzerlegungen und Minoren mit ihren Verbindungen zur topolo-
gischen Graphentheorie — um nur einige Entwicklungen anzusprechen.

Die Zeit scheint daher reif fiir eine Neubesinnung: was sind heute
die Grundpfeiler der Graphentheorie, die einer einfiihrenden und doch
in die Tiefe zielenden Vorlesung das Fundament geben konnen?

Dieses Buch mochte Material fiir eine solche Vorlesung anbieten.
Ich habe dabei den Spagat versucht, die zur Orientierung notwendige
Schlankheit und Konzentration auf Wesentliches mit so ausfiihrlicher
Darstellung im Detail zu verbinden, dafl sowohl die wichtigsten iiber-
greifenden Ideen als auch jeder einzelne Beweis dem Selbststudium und
einer unabhéngigen Vor- oder Nachbereitung zugénglich werden.

Mein Hauptanliegen war es also, die mir als besonders grundlegend
erscheinenden Resultate und Methoden moglichst genau darzustellen
und zu illustrieren. Fast jedes Kapitel enthélt dementsprechend neben
den Grundtatsachen seines Gebietes mindestens einen anspruchsvolleren
Satz, dessen Beweis jedoch genauso im Detail dargestellt ist wie die
kiirzeren Beweise. Nicht ohne Unbehagen bemerkte ich dann bald, dafl
diese etwas anspruchsvolleren Beweise im Druck zuweilen in der Tat recht
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lang aussehen! Ich hoffe jedoch, dal gerade die relative Ausfiihrlichkeit
ihrer Darstellung letztlich die Lesezeit minimiert. . .

Entsprechend dem genannten Doppelziel bin ich bei der Auswahl
des dargestellten Materials recht restriktiv gewesen: im Zweifelsfall ha-
be ich lieber fiir einen zentralen Satz zwei oder drei verschiedenartige
Beweise dargestellt als zwei oder drei dhnliche Séatze mit &hnlichen Be-
weisen aneinanderzureihen. Besonders in dieser Hinsicht ist der Text
also bewufit als einfithrendes Lehrbuch geschrieben, nicht als Monogra-
phie mit dem Anspruch einer umfassenden Darstellung und Einordnung
des vorhandenen Materials.

Der Text ist einerseits unmittelbar verwendbar als Skriptum einer
Vorlesung, 1468t durch seine Konzentration in der Stoffwahl jedoch an-
dererseits dem Vorlesenden bewufit Raum zur weiteren Ausgestaltung.
Eine denkbare Alternative zu kapitelweisem Vorgehen ist es, in einer
ersten Vorlesung nach Kapitel 0 die jeweils einfacheren Abschnitte der
Folgekapitel durchzunehmen, ergénzt je nach Horerkreis vielleicht durch
Algorithmen, und die mathematisch tieferen Sétze einer weiterfithrenden
Vorlesung vorzubehalten.

Die zum Versténdnis des Textes notigen Vorkenntnisse beschrinken
sich auf einige Grundbegriffe aus der linearen Algebra fiir Kapitel 0.9, aus
der Topologie (wie man sie im Analysis-Grundstudium kennenlernt) fiir
Kapitel 3, und aus der Wahrscheinlichkeitstheorie fiir Kapitel 9. (Genau
genommen wird dort sogar nur der Begriff des Wahrscheinlichkeitsrau-
mes selbst vorausgesetzt; alle anderen Begriffe und Hilfsmittel werden
noch einmal knapp aber explizit eingefiihrt.)

Die Bezifferung der Sétze, Propositionen, Lemmas und Korollare
erfolgt einheitlich im ganzen Buch durch drei Ziffern: Korollar 1.2.3
etwa findet sich in Kapitel 1, Abschnitt 2, und es folgt auf Satz 1.2.2.
Mit dem Pradikat “Satz” bin ich sicher etwas sparsamer umgegangen, als
es iiblich ist — in der Absicht, zur besseren Orientierung die besonders
zentralen Resultate entsprechend hervorzuheben. In den Notizen am
Ende eines jeden Kapitels finden sich Hinweise auf weitere Literatur,
darunter auf die Originalquellen aller Satze, deren Quellenangabe nicht
in einer der zitierten Monographien oder Ubersichtsartikel zu finden ist.
Das Symbol O bezeichnet meist das Ende eines Beweises. Steht es direkt
im Anschlufl an die hervorgehobene Aussage selbst, so soll es andeuten,
dafl der Beweis dieser Aussage nach dem zuvor Gesagten klar sei — und
ist eine Aufforderung, dies zu iiberpriifen! Tiefere Sétze, die ohne Beweis
zitiert werden, sind entsprechend durch das Fehlen des [J-Symbols als
solche zu erkennen.

Um die praktische Vorbereitung einer Vorlesung, die auf diesem
Buch oder Teilen daraus aufbaut, zu erleichtern, sind zu Beginn eines
jeden Beweises in der Randspalte die Nummern derjenigen Resultate
aufgefiihrt, die in den Beweis eingehen und daher vorher behandelt oder
zumindest erwidhnt sein sollten. Diese Nummern sind in runde Klam-
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mern gesetzt: der Verweis (3.1.2) im Rand neben dem Beweis von Satz
3.3.2 etwa besagt, dafl das Lemma 3.1.2 in diesem Beweis verwendet
wird. Entsprechend findet sich bereits in der Randspalte neben Lemma
3.1.2 in eckigen Klammern der Hinweis [ 3.3.2] darauf, dafl dieses Lemma
einmal im Beweis von Satz 3.3.2 Verwendung finden wird. Diese Ver-
weise in den Randspalten beriicksichtigen nur Abhéngigkeiten zwischen
Resultaten aus verschiedenen Abschnitten (sowohl desselben Kapitels als
auch verschiedener Kapitel). Verweise innerhalb eines Abschnitts gibt
es nicht; jeder Abschnitt bildet von der Darstellung her eine Einheit und
sollte entsprechend von vorne gelesen werden. Wem all dies zu aufwendig
ist, der kann sich einfach an die natiirliche Reihenfolge der Kapitel und
ihrer Abschnitte halten: mit zwei — deutlich im Text gekennzeichneten —
Ausnahmen greifen Beweise stets nur auf frither behandelte Resultate
zuriick.

Wer ein Lehrbuch schreibt, muf} sich fiir eine Terminologie entschei-
den — und setzt damit die Freundschaft all jener aufs Spiel, deren Herz
an einer anderen héngt. Ich habe lange iiberlegt, ob ich iiberhaupt eine
deutsche Fassung dieses Buches schreiben sollte. Dies zu tun, dann aber
die wohletablierte deutsche Terminologie weitgehend durch Anglizismen
zu ersetzen (wie es im lockeren deutschen Sprachgebrauch ja durchaus
verbreitet ist), erschien mir jedoch als absurd — und das Studium ei-
nes Anfiingers auch nicht gerade erleichternd. Der Text folgt daher im
wesentlichen der auf Konig und Wagner zuriickgehenden deutschen Be-
griffsbildung;' Andersdenkende bitte ich um Nachsicht! Um dennoch ein
wenig beim Briickenschlag zur englischen Terminologie zu helfen, gibt
das Hauptregister am Ende des Buches zu jedem deutschen Fachwort in
Klammern das in der englischen Fassung dieses Buches verwendete Wort,
und der englisch-deutsche Index gibt fiir die gebriuchlichsten englischen
Ausdriicke neben der Textstelle ihrer Definition auch ihre deutsche Ent-
sprechung an.

Fast jedes Buch enthélt Fehler, und dieses Buch wird kaum eine
Ausnahme sein. Alle, denen verbliebene Fehler oder Verbesserungsmog-
lichkeiten auffallen, bitte ich herzlich, sie mir mitzuteilen: entweder di-
rekt, oder iiber

http://www.springer.de/catalog/html-files/deutsch/math/3540609180.html

Dies ist die zu diesem Buch gehorige Web-Seite bei Springer: dort wird
es neben der Verlagsinformation einen link geben zu einer von mir un-
terhaltene Seite, die unter anderem notwendig gewordene Korrekturen
in moglichst lesbarer Form bereitstellen soll.

An einem Lehrbuch ist fast nichts wirklich neu; selbst Stil und Mate-
rialauswahl sind unumgénglich durch Vorbilder gepriagt. Das Lehrbuch,

1 mehr dazu in den Notizen zu Kapitel 0
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welches mich geprigt hat wie kein anderes, ist jenes am Anfang dieses
Vorworts bereits mit angedeutete Springer-Buch von B. Bollobés: in der
Vorlesung seines Autors, die jenes Buch nachzeichnet, habe ich meine er-
ste Graphentheorie gelernt. Alle, die jenes Buch kennen, werden seinen
Einflu} hier spiiren — bei allen Unterschieden in Stoff und Darbietung.

Weiter geht mein Dank an alle, die mir durch Rat bei der Stoff-
auswahl, durch Literaturhinweise, oder bei der Fehlersuche geholfen ha-
ben. Besonders profitiert habe ich von der Hilfe von N. Alon, Th. An-
dreae, W.A. Deuber, R. Halin, M. Hintz, A. Huck, R. Klimmek, D. Kiihn,
L. Lovéasz, W.Mader, J. Nesettil, P. Niemeyer, H.J. Prémel, A. Schrijver,
A.D.Scott, D.Seese, P.D.Seymour, A.Steger, M. Stiebitz, Th. Sziics
(fir die Abbildungen), R.Thomas, C.Thomassen, B. Toft, W. Vogler,
K. Waas und G.M. Ziegler. Ganz besonders danken aber méchte ich mei-
nem Mitarbeiter und Kollegen Tommy R. Jensen: er hat die Entstehung
dieses Buches kritisch begleitet von der Konzeption der am schwierigsten
darzustellenden Beweise bis hin zu all den fehlenden Kommas, er hat
mich viel iiber Farbungen gelehrt und alles, was ich iiber k-Fliisse weif3,
und er hat bei all diesem nie seinen Gleichmut verloren, wenn ich mich
einmal mehr entschied, einen von ihm gefundenen Fehler lieber grofziigig
zu ignorieren als durch seine Korrektur den vermeintlichen Textflufl zu
hemmen. ..

So wiinsche ich allen Lesern viel Freude an der hier dargestellten
Mathematik, und ich selbst freue mich auf alle kritischen Kommentare.

RD, im Juni 1996

Zur zweiten Auflage:

Die vorliegende zweite Auflage enthilt neben Korrekturen, Glattungen
im Text und einer Reihe von Vereinfachungen in den Beweisen einige
Zusétze.

So bietet das Zusammenhangskapitel jetzt zwei wunderschéne und
ganz kurze neue Beweise des Menger-Satzes von Géring (bzw. Bhme,
Géring und Harant). Im ersten Kapitel gibt es eine formale Einfithrung
normaler Spannbdume — den Informatikern als Tiefensuchbdume be-
kannt — sowie der durch Spannbdume induzierten Baumordnung auf
der Eckenmenge eines Graphen. Das Paarungskapitel enthélt zusétzlich
einen direkten Beweis des Satzes von Tutte iiber 1-Faktoren, das Kapitel
iiber Teilstrukturen einen Beweis von Lemma 6.5.3, der die Anwendung
des Regularitéitslemmas besonders schon illustriert, und das Minoren-
kapitel eine noch ausfiihrlichere Behandlung von Baumzerlegungen und
Baumweite.

Am deutlichsten verdndert hat sich in der Tat das Minorenkapitel:
unter anderem bietet es jetzt einen kurzen Beweis des Dualitétssatzes
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zur Baumweite — einen Beweis, der nur in diesem Buch zu finden ist
(und in der englischen Parallelausgabe).

Neu ist schlieBlich der Anhang mit Losungshinweisen zu den Ubungs-
aufgaben. Diese sind im wesentlichen von Tommy Jensen erarbeitet
worden, dem ich dafiir herzlich danke. Wer sich gleich nach dem Le-
sen einer Aufgabe den entsprechenden Hinweis anschaut, wird diesen
vielleicht nicht immer besonders erhellend finden. Das ist durchaus so
gemeint: Sinn der Hinweise ist natiirlich nicht, die eigene Beschiiftigung
mit den Aufgaben zu ersetzen, sondern demjenigen auf die richtige Spur
zu helfen, der die Fragestellung bereits verstanden und sich eine zeitlang
mit der Aufgabe beschiftigt hat, aber vielleicht einem falschen Ansatz
gefolgt ist. Insbesondere sind die Aufgaben auch mit den Hinweisen fiir
die Ubungsgruppenarbeit parallel zur Vorlesung geeignet.

Erginzend sei noch auf die englische Ausgabe des Buchs verwiesen
(Springer GTM 173). Dort finden sich unter anderem ein neuer Beweis
(von Gasparian) des Satzes iiber perfekte Graphen von Lovdsz, ein Be-
weis des Regularitdtslemmas, sowie in der zweiten Auflage ein kurzer
Beweis (8 Seiten) des fundamentalen Satzes 10.4.3 von Robertson &
Seymour, dafl hohe Baumweite jeden pldttbaren Graphen als Minor er-
zwingt.

Die Web-Seiten dieses Buchs sind mir nach Hamburg gefolgt und
jetzt in

http://www.math.uni-hamburg.de/home/diestel /books/graphentheorie/

beheimatet. Dort finden sich, wie bisher, auch die aktuellen Korrek-
turen — iibrigens nicht in ermiidendem Logbuch-Format sondern schén
lesbar als Randbemerkungen im PDF-Bild der Originalseite.

Mein Dank geht an alle, die durch Anregungen und Kritik diese
zweite Auflage haben verbessern helfen. Ich bleibe auch weiterhin an
Verbesserungsvorschligen und Korrekturen interessiert!

RD, im Juli 2000
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0 Grundbegriffe

In diesem Kapitel stellen wir in relativ kompakter Form die in der Gra-
phentheorie iiblichen Grundbegriffe zusammen. Gliicklicherweise sind
fast all diese Begriffe und ihre Bezeichnungen anschaulich und ganz leicht
zu merken; schwierigere Begriffsbildungen, die erst vor dem Hintergrund
gewisser Sachverhalte natiirlich werden, fithren wir dann jeweils spéter
ein.

Bereits ab Abschnitt 0.2 werden wir schon laufend kleinere aber
wichtige Tatsachen beweisen, um so die neuen Worthiilsen gleich mit
etwas Leben zu erfiillen. H&aufig wird uns dabei die Frage leiten, wie
verschiedene soeben definierte Grapheninvarianten voneinander abhén-
gen: diese Frage zieht sich wie ein roter Faden durch wesentliche Teile
der Graphentheorie, und es ist gut, von Anfang an ein Gespiir dafiir zu
entwickeln.

Die Menge der natiirlichen Zahlen, einschliellich der Null, bezeich-
nen wir mit N. Mit Z,, bezeichnen wir den Restklassenring Z/nZ der gan-
zen Zahlen modulo n; seine Elemente schreiben wir kurz als ¢ := i +nZ.
Ist = eine reelle Zahl, so bezeichnet |x| die grofite ganze Zahl < «x,
und [z] die kleinste ganze Zahl > z. Mit log bezeichnete Logarithmen
haben die Basis 2. Eine Menge { Ay,..., A } disjunkter Teilmengen
einer Menge A ist eine Partition von A, wenn A = Ule A; ist und
A; # 0 fiir jedes i. Mit [A]* bezeichnen wir die Menge aller k-elementigen
Teilmengen von A. Wir verwenden den Ausdruck “entweder ... oder”
synonym mit “oder”, also im einschliefenden Sinne; die langere Version
dient lediglich dem Ziel grofierer syntaktischer Klarheit.

N
Zn
lz], []

log

Partition

[A)F
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2 0. Grundbegriffe
0.1 Graphen

Ein Graph ist ein Paar G = (V, E) disjunkter Mengen mit £ C [V]?;
die Elemente von E sind also 2-elementige Teilmengen von V. Die Ele-
mente von V nennt man die Ecken (oder Knoten) des Graphen G, die
Elemente von E seine Kanten. Bildlich kann man G darstellen, indem
man seine Ecken als Punkte zeichnet und zwei dieser Punkte immer
dann durch eine Linie verbindet, wenn die entsprechenden Ecken eine
Kante sind (Abb. 0.1.1). Wie man diese Punkte und Linien zeichnet,
ob gerade oder geschwungen, disjunkt oder iiberkreuz, ist eine Frage der
ZweckmiBigkeit und der Asthetik: die formale Definition eines Graphen
ist jedenfalls von seiner bildlichen Darstellung unabhéngig.

Abb. 0.1.1. Der Graph auf V. ={1,...,7} mit der Kantenmenge
E = {{132}5{175}7{275}7{3a4}a{537}}

Wir sagen, G = (V, E) sei ein Graph auf V. Fiir V schreiben wir
auch V(G), fir E auch E(G). Je nach Zusammenhang identifizieren wir
gelegentlich (um fliissigerer Darstellung willen) G mit V' oder mit E; so
schreiben wir etwa statt v € V(G) oder e € E(G) auch kurz v € G oder
e € G. Der Graph G heiit endlich bzw. unendlich je nachdem, ob V'
endlich oder unendlich ist; alle Graphen in diesem Buch sind, soweit nicht
anders gesagt, endlich. Wir setzen dann hédufig |V| =: n und |E| =: m.
Statt |V (G)| schreiben wir auch |G| und nennen |G| die Ordnung von G;
statt |F(QG)| schreiben wir ||G||.

Den leeren Graphen (0, ) bezeichnen wir kurz mit (). Einen Gra-
phen der Ordnung 0 oder 1 nennen wir trivial. Manchmal, etwa bei
Induktionsanfingen, kommen triviale Graphen gelegen; anderswo bilden
sie ldstige Ausnahmen. Um die Darstellung der wesentlichen Aussagen
nicht unnotig zu verkomplizieren, werden wir solche Ausnahmen, ins-
besondere fiir den leeren Graphen ), in der Regel nicht explizit nennen
sondern grofiziigig ignorieren.

Eine Ecke v heif3t mit einer Kante e inzident, wenn v € e gilt. Die
beiden mit einer Kante e inzidenten Ecken sind ihre Endecken, und e
verbindet diese Ecken. Fiir eine Kante { z,y } schreiben wir kiirzer auch
xy (oder yz). Ist t e X CV undy € Y C V| so ist xy eine X-Y - Kan-
te. Die Menge aller X-Y - Kanten aus E bezeichnen wir mit F(X,Y);
fir F({«},Y) und E(X,{y}) schreiben wir kurz F(z,Y) und E(X,y).
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Die Menge E(v,V N\ {v}) aller mit v inzidenten Kanten bezeichnen wir
mit E(v).

Zwei Ecken z,y von G sind (adjazent oder) benachbart in G und
heiflen Nachbarn voneinander, wenn xy € E(G) ist. Zwei Kanten e # f
sind benachbart, falls sie eine gemeinsame Endecke haben. Sind je zwei
Ecken von G benachbart, so heiflit G wvollstindig. FEinen vollstdndigen
Graphen auf n Ecken bezeichnen wir mit K”; ein K3 ist ein Dreieck.
Die grofite Méchtigkeit einer Menge paarweise benachbarter Ecken in G
ist die Cliquenzahl w(G) von G.

Paarweise nicht benachbarte Ecken oder Kanten von G nennen wir
auch unabhdngig. Formaler: eine Teilmenge von V oder von E heifit
(stabil oder) unabhingig, wenn ihre Elemente paarweise nicht benach-
bart sind. Die grofite Méchtigkeit einer unabhéingigen Eckenmenge in G
ist die (Stabilititszahl oder) Unabhingigkeitszahl a(G) von G.

Im folgenden sei G’ = (V’, E’) ein weiterer Graph. G heifit isomorph
zu G’ geschrieben G ~ G’, wenn es eine Bijektion ¢: V — V'’ gibt mit
2y € E & ¢(x)p(y) € E' fir alle 2,y € V. Eine solche Abbildung ¢
ist ein Isomorphismus; ist G = G’, so nennt man ¢ einen Automor-
phismus von G. Wir unterscheiden meist nicht zwischen isomorphen
Graphen, schreiben also oft G = G’ statt G ~ G, sprechen von “dem”
vollstandigen Graphen auf 17 Ecken usw. Eine Funktion mit Graphen
als Argumenten, die isomorphen Graphen gleiche Werte zuordnet, nennt
man eine (Graphen-) Invariante. Eckenzahl und Kantenzahl sind einfa-
che Grapheninvarianten, o und w sind zwei weitere.

Wir setzen GUG:= (VUV' EUE")und GNG:= (VNV/ ENE’).
Ist GNG' = 0, so heiBen G und G’ disjunkt. Gilt V' C V und E' C E,
so ist G’ ein Teilgraph von G (und G ein Obergraph von G'), geschrieben
G' C @G. Informell sagen wir hiufig einfach, da G den Graphen G’
enthdlt. Der Teilgraph G’ heifit induziert oder aufgespannt (von V'
in G), wenn er alle Kanten xy € F mit x,y € V' enthilt. Einen solchen
induzierten Teilgraphen nennen wir einen Untergraphen. Wir bezeichnen

G G G"

Abb. 0.1.2. Ein Graph G mit Teilgraphen G’ und G”:
G’ ist Untergraph von G, G” ist es nicht.

G’ dann auch mit G [V']; dies ist also der Graph auf V', dessen Kanten
genau die Kanten von G sind, deren Endecken beide in V' liegen. Ist G’

ein Teilgraph von G (aber nicht notwendig ein Untergraph), so schreiben
wir statt G [V(G’)] auch kiirzer G [G’]. Umgekehrt nennt man G’ C G

E(v)
Nachbarn

vollstiandig
K’VL

w(@)
unabhéngig
(@)

isomorph

~

Invariante
GNG
Teilgraph
G CG

induziert

Untergraph

G[V']
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G+F
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einen aufspannenden Teilgraphen von G, wenn V' ganz G aufspannt,
d.h. wenn V' = V ist.

Ist U eine beliebige Menge (meist eine Teilmenge von V'), so schrei-
ben wir G — U statt G[V ~ U]; mit anderen Worten, G — U ent-
steht aus G durch Ldschen aller Ecken in U NV und aller mit diesen
Ecken inzidenten Kanten. Ist U = {v } einelementig, so schreiben wir
G —v statt G—{wv}. Ist H ein weiterer Graph, so schreiben wir statt
G —V(H) kurz G — H. Ist F irgendeine Teilmenge von [V]?, so setzen
wir G—F := (V,EXF)und G+ F := (V, EUF); statt G—{e} und
G+ { e} schreiben wir G —e und G +e. Wir nennen G kantenmazimal
mit einer gegebenen Grapheneigenschaft, wenn G selbst die Eigenschaft
hat, aber kein G 4 zy fiir nicht benachbarte Ecken z,y € G.

3 5 3e——e5

Gudg G-G GnaG'

Abb. 0.1.8. Vereinigung, Differenz, Schnitt; die Ecken 2,3,4
spannen in G UG’ ein Dreieck auf, nicht aber in G

Sagen wir allgemeiner, ein gegebener Graph sei minimal oder maxi-
mal mit irgendeiner Eigenschaft, so meinen wir (wenn nichts anderes
gesagt ist) die Minimalitdt oder Maximalitéit hinsichtlich der Teilgra-
phenbeziehung. Haufig werden wir auch von minimalen oder maximalen
Ecken- oder Kantenmengen sprechen; hier ist die zugrundeliegende Re-
lation natiirlich einfach die Teilmengenbeziehung.

Sind G und G’ disjunkt, so bezeichnet G * G’ den Graphen auf
VUV’ mit der Kantenmenge EUE U{vv' | v € V und v’ € V'}. Das
Komplement G von G ist der Graph auf V, in dem zwei Ecken genau
dann benachbart sind, wenn sie es in G nicht sind. Der Kantengraph
L(G) von G ist der Graph auf E, in dem z,y € E genau dann als Ecken
benachbart sind, wenn sie es als Kanten in G sind.
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G G

Abb. 0.1.4. Ein Graph, der zu seinem Komplement isomorph ist

0.2 Der Grad einer Ecke

Es sei G = (V, E) ein (nicht leerer) Graph. Die Menge der Nachbarn einer
Ecke v bezeichnen wir mit Ng(v), oder kurz mit N(v).! Allgemeiner
bezeichnet N(U) fir U C V die Menge aller Nachbarn in V' \ U von
Ecken aus U.

Der Grad (oder die Valenz) dg(v) = d(v) einer Ecke v ist die An-
zahl |E(v)| der mit v inzidenten Kanten; nach unserer Definition eines
Graphen? ist dies gerade die Anzahl der Nachbarn von v. Eine Ecke vom
Grad 0 ist isoliert. Die Zahl §(G) := min{d(v) | v € V } heifit Minimal-
grad von G, und A(G) := max{d(v) | v € V } ist sein Mazimalgrad. Hat
jede Ecke von G den gleichen Grad k, so heifit G reguldr, oder k-reguldr.
Einen 3-reguliren Graphen nennt man auch kubisch.

Die Zahl

d(G) = d)/|V|

veV

nennt man den Durchschnittsgrad von G. Offenbar gilt

Der Durchschnittsgrad mifit global, was lokal durch die einzelnen Ecken-
grade ausgedriickt wird: die ungefihre Anzahl der Kanten von G pro
Ecke. Manchmal ist es natiirlich, dieses Verhiltnis direkt auszudriicken;
wir schreiben dazu e(G) := |E|/|V]|.

Natiirlich sind die Gréflen d und e lediglich zwei Seiten derselben
Medaille. Zahlen wir ndmlich alle Eckengrade in G' zusammen, so zéhlen
wir dabei jede Kante vw genau zweimal: einmal von v und einmal von
w aus. Es gilt also

Bl = 1Y d(v) = Ld(G)-|V],

veV

L Auch bei anderen Bezeichnungen, die den Bezugsgraphen als Index angeben,
lassen wir diesen Index h&ufig fort, wenn der Bezug klar ist.

2 nicht jedoch bei Multigraphen; vgl. Abschnitt 0.10

N(v)

Grad d(v)

isoliert
0(Q), A(G)
regular
kubisch

d(G)

Durch-
schnittsgrad
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und somit

Proposition 0.2.1. Die Anzahl der Ecken ungeraden Grades in G ist
stets gerade.

Beweis. Wegen |E| = 33 _,,d(v) ist 3 d(v) eine gerade Zahl. O

Hat ein Graph einen hohen Minimalgrad, lokal betrachtet also iiber-
all viele Kanten, so hat er auch global gesehen viele Kanten (gemessen
an seiner Eckenzahl): e(G) = 1d(G) > 36(G). Umgekehrt erzwingt
ein hoher Durchschnittsgrad natiirlich keinen hohen Minimalgrad: auch
global gesehen “dichte” Graphen konnen etwa isolierte Ecken haben.
Jeder Graph enthilt jedoch einen Teilgraphen, dessen Durchschnitts-
grad nicht kleiner ist und dessen Minimalgrad mehr als die Hélfte seines

Durchschnittsgrades betrégt:

Proposition 0.2.2. Jeder Graph G mit mindestens einer Kante hat
einen Teilgraphen H mit §(H) > ¢(H) > ¢(G).

Beweis. Um H aus G zu konstruieren, wollen wir sukzessive Ecken
geringen Grades 16schen, bis nur noch Ecken hohen Grades iibrig sind.
Bis zu welchem Grad d(v) kénnen wir eine Ecke v 18schen, ohne daf ¢
sinkt? Offenbar bis hochstens d(v) = e: dann loschen wir genau eine
Ecke und mit ihr héchstens € Kanten, d.h. das Verhéltnis € der Kanten-
zur Eckenzahl wird nicht sinken.

Formal konstruieren wir, ausgehend von G =: Gy, eine Folge Gy 2
G1 D ... von Untergraphen von G wie folgt. Hat G, eine Ecke v; vom
Grad d(v;) < e(G)), so setzen wir G;41 := G; — v;; hat G; keine solche
Ecke, so beenden wir die Folge mit diesem G; und setzen G; =: H. Nach
Wahl von v; gilt €(Git1) = ¢(G;) fiir alle 4, und damit insbesondere
e(H) = ¢(G).

Mit welchem G; = H kann unsere Folge von Untergraphen enden?
Wegen e(K1) = 0 < ¢(G) tritt K nicht unter den G; auf; insbesondere
ist H also nicht leer. Dafl H dennoch keine zur Definition eines weiteren
Untergraphen G;;1 geeignete Ecke v; enthélt, impliziert somit 6(H) >
e(H), wie behauptet. O
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0.3 Wege und Kreise

Ein Weg ist ein nicht leerer Graph P = (V, E) der Form

V=A{xo,21,...,21 } E = {xzox1, 2122, ..., 212k } ,

wobei die x; paarweise verschieden sind. Die Ecken zg und zj sind die
FEndecken von P; sie sind durch P verbunden. Die Ecken zq,...,xp_1
sind die inneren Ecken von P. Die Anzahl der Kanten eines Weges ist
seine Linge; den Weg der Linge k bezeichnen wir mit P*.

Abb. 0.3.1. Ein Weg P = P® in G

Oft bezeichnen wir einen Weg durch die natiirliche Folge seiner
Ecken,? schreiben also etwa P = zgz ...x,. Wir sprechen dann auch
von xo als der Anfangsecke und von xjy als der Endecke von P und
nennen P einen Weg von xy nach xj, (oder auch zwischen diesen Ecken).

Fiir 0 < ¢ < j < k schreiben wir

P$i =xp...T;
.I‘z'P:

i Prj = x;...7;

Li...Tk

und

o

P:=x...
Pﬂojl

QGTZ‘P = Ti41 ... T

Tr—1

Zo..-Ti—1

.’EZ'P.’EJ' = T4l Tj-1

fiir die entsprechenden Teilwege von P. Ahnliche offensichtliche Schreib-
weisen, wie etwa PrQyR statt Pz UxQyUyR, verwenden wir fiir Wege,
die aus anderen Wegen durch Aneinanderhéngen gewonnen worden sind.

Fiir Eckenmengen A, B nennen wir P einen A-B-Weg, wenn
V(P)NA = {xo} ist und V(P)NB = {x }. Einen {a}-B-Weg be-
zeichnen wir kiirzer als a—B-Weg, usw. Zwei oder mehr Wege heiflen

3 Genauer, durch eine der beiden natiirlichen Folgen: auch zg ...z bezeichnet
den Weg P. Dennoch ist es oft niitzlich, sich informell auf eine dieser beiden linea-
ren Ordnungen von V(P) beziehen zu konnen, und zu deren Festlegung dient die
informelle Schreibweise P = xg ... k.

Weg

Lénge
Pk

A-B-Weg
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T zPyQz

Abb. 0.3.2. Wege P, Q und zPyQz

kreuzungsfrei, wenn keiner eine innere Ecke eines anderen enthélt. Zwei
a—b-Wege etwa sind genau dann kreuzungsfrei, wenn sie bis auf a und b
disjunkt sind.

Ist H ein Graph, so nennen wir P einen H - Weg, wenn P den Gra-
phen H genau in seinen Endecken xg, xj trifft und diese verschieden sind
(also P nicht trivial). Insbesondere liegt die Kante eines H -Weges der
Lénge 1 nicht in H.

Ist P = zp...x5—1 ein Weg und k£ > 3, so ist der Graph C' :=
P+ x_17¢ ein Kreis. Auch einen Kreis bezeichnen wir hiufig kurz
durch seine (zyklische) Eckenfolge, im obigen Beispiel also etwa C' =
To...TE_129. Die Linge eines Kreises ist wieder die Anzahl seiner Kan-
ten, und den Kreis der Linge k bezeichnen wir mit C*.

Die Linge eines kiirzesten Kreises in (C) einem Graphen G ist die
Taillenweite g(G) von G, die Linge eines lingsten Kreises der Umfang.
(Enthélt G keinen Kreis, so habe G Taillenweite co und Umfang null.)
Eine Kante von G, die zwei Ecken eines Kreises in G verbindet aber nicht
selbst Kante des Kreises ist, ist eine Sehne dieses Kreises; ein Kreis in G
ist also genau dann sehnenlos, wenn er als Teilgraph in G induziert ist.

Abb. 0.8.3. Ein C® mit Sehne zy, und induzierte C°, C*
Hat G hohen Minimalgrad, so enthélt G lange Wege und Kreise:

Proposition 0.3.1. Jeder Graph G enthélt einen Weg der Lange 6(G)
und einen Kreis der Lédnge mindestens §(G)+ 1 (fiir 6(G) > 2).

Beweis. Es sei xg ...z ein langster Weg in G. Alle Nachbarn von xj in
G liegen dann auf diesem Weg (Abb. 0.3.4). Es folgt k > d(zy) > 6(G).
Ist ¢ < k minimal mit z;x € E(G), so ist x; ... xrx; ein Kreis der Linge
mindestens 6(G) + 1. O
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=N

o Z; Tk

Abb. 0.3.4. Ein langster Weg xo ...z, und die Nachbarn von xy

Minimalgrad und Taillenweite hiingen (bei variabler Eckenzahl) hin-
gegen nicht zusammen; wie wir in Kapitel 9 sehen werden, gibt es Gra-
phen, die gleichzeitig beliebig hohen Minimalgrad und beliebig hohe Tail-
lenweite haben.

Der Abstand zweier Eckenmengen X, Y in G ist die geringste Linge
eines XY -Weges in G; existiert kein solcher Weg, so sei ihr Abstand
unendlich. Den Abstand zweier einzelner Ecken x und y bezeichnen wir
mit dg(x,y). Der grofite Abstand zweier Ecken in G ist der Durchmesser
diam G von G.

Durchmesser und Taillenweite eines Graphen héngen natiirlich zu-
sammen:

Proposition 0.3.2. Fiir jeden Graphen G, der einen Kreis enthilt, gilt
9(G) < 2diam G + 1.

Beweis. Es sei C ein kiirzester Kreis in G. Ist g(G) > 2diam G + 2, so
enthélt C zwei Ecken, die in C einen Abstand von mindestens diam G + 1
haben. In G haben diese Ecken geringeren Abstand; ein kiirzester Weg P
zwischen ihnen liegt somit nicht in C. Folglich enthélt P einen C'-Weg
xPy. Zusammen mit dem kiirzeren der beiden z—y-Wege in C' ergibt
x Py einen kiirzeren Kreis als C', mit Widerspruch. |

Eine Ecke heifit zentral in G, wenn ihr grofiter Abstand von anderen
Ecken moglichst klein ist. Dieser Abstand ist der Radius von G, geschrie-
ben rad G; formal ist also rad G = min, ey (g) max,cy(q) da(z,y). Wie
man leicht sieht (Ubung), gilt

radG < diamG < 2radG.

Durchmesser und Radius héngen nicht wesentlich mit Minimal- und
Durchschnittsgrad zusammen: es gibt Graphen, die trotz hohen Mi-
nimalgrades grofien Durchmesser haben, oder trotz niedrigen Durch-
schnittsgrades einen geringen Durchmesser (Beispiele?).

Etwas anders verhilt es sich mit dem Maximalgrad: ein Graph kann
bei hoher Eckenzahl nur dann geringen Radius haben, wenn er hohen
Maximalgrad hat. Dies wird in der folgenden Proposition quantifiziert:

Proposition 0.3.3. Ein Graph G mit Radius < k und Maximalgrad
héchstens d > 3 hat weniger als d;fz(d —1)¥ Ecken.

Abstand

dG(x» y)

Durchmes-
ser diam G

zentral

Radius
rad G
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Beweis. Es sei z eine zentrale Ecke in G. Bezeichnet D; die Menge der
Ecken von G mit Abstand ¢ von z, so ist V(G) = Uf:o D;, und es gilt
|Do| =1 und |D1| < d. Fiir ¢ > 2 gilt |D;| < (d—1)|D;_1], da jede Ecke
aus D; Nachbar einer Ecke in D;_1 ist, und jede Ecke in D;_; hochstens
d — 1 Nachbarn in D; hat (da sie einen weiteren Nachbarn in D;_ hat).
Induktiv gilt damit |D;| < d(d—1)*"" fiir alle i > 1, und somit

k

, d
< _ 2—1: _ _ k_ v _ k.
|G\\1+d;(d 1) 1+d_2((d 1) 1)<d_2(d 1)

d

Ein Kantenzug (der Linge k) in einem Graphen G ist eine nicht leere
Folge vpeguies . .. ex_1v, von abwechselnd Ecken und Kanten aus G mit
e; = {v;,vi41 + fiir alle ¢ < k. Ist vg = vy, so heifft der Kantenzug
geschlossen. Ein Kantenzug definiert auf natiirliche Weise einen Weg
in G, wenn seine Ecken v; paarweise verschieden sind. Allgemein enthzlt?
jeder Kantenzug zwischen zwei Ecken einen Weg zwischen diesen Ecken
(Beweis?).

0.4 Zusammenhang

Ein nicht leerer Graph heifit zusammenhdingend, wenn er fiir je zwei
seiner Ecken z,y einen z—y-Weg enthilt. Ist U C V(G) und G [U] zu-
sammenhéngend, so nennen wir auch U selbst zusammenhéngend (in G).

Proposition 0.4.1. Die Eckenmenge eines zusammenhéngenden Gra-
phen G besitzt stets eine Aufzihlung (vy,...,v,) mit der Eigenschaft,
daBl G; := G [vy,...,v;] fiir jedes i zusammenhéngend ist.

Beweis. Wahle vy beliebig. Es seien nun vy, ..., v; bereits gewédhlt und
i < |G|. Wihle eine Ecke v € G — G; beliebig. Da G zusammenhéngend
ist, enthélt G einen v—v; -Weg P. Wihle als v; 1 die letzte Ecke von P
in G — G;; dann hat v;47 einen Nachbarn in G;. Daf} jedes G; zusam-
menhéngend ist, folgt hieraus mit Induktion nach i. O

Es sei G = (V, E) ein Graph. Ein maximaler zusammenhéingender
Teilgraph von G ist eine Komponente von G. Beachte, dafi Komponenten
als zusammenh#ngende Graphen nicht leer sind; der leere Graph (aber
nur dieser) hat somit keine Komponenten. Ein minimaler aufspannender

4 Pir Graphen definierte Bezeichnungen verwenden wir informell gelegentlich
auch fiir Kantenziige, wenn ihre Bedeutung offensichtlich ist.
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Abb. 0.4.1. Ein Graph mit drei Komponenten und Gertist
(K'«sKY)UK'uP*

Teilgraph von G, dessen Schnitt mit jeder Komponente von G zusam-

menhéngend ist, heifit Gerist von G. Geriist
Sind A,B C V und X C VUE, und enthilt jeder A-B-Weg in G
eine Ecke oder Kante aus X, so trennt X die Mengen A und B in G und trennt

ist ein A—B -Trenner; insbesondere gilt dann AN B C X. Allgemeiner Trenner
trennt X den Graphen GG, wenn X in G zwei Ecken aus G — X trennt.
Fine Ecke, die zwei andere Ecken der gleichen Komponente trennt, heifit
Artikulation. Eine Kante heif3t Briicke, wenn sie ihre Endecken trennt; Artikulation
dies ist offenbar genau dann der Fall, wenn sie auf keinem Kreis liegt. Briicke

Abb. 0.4.2. Ein Graph mit Artikulationen v, w, z,y und
Briicke e = zy
k-

G heifit k-zusammenhdingend (fiiv k € N), wenn |G| > k gilt und zusammen-
G — X fiir jede Eckenmenge X C V der Méchtigkeit < k zusammenhén- héngend
gend ist, also keine zwei Ecken von G durch weniger als k andere Ecken
getrennt werden.

Jeder (nicht leere) Graph ist somit 0-zusammenhéngend, und die
1-zusammenh#ngenden Graphen sind gerade die nicht trivialen zusam-
menhéngenden Graphen. Die grofite natiirliche Zahl k < |G, fir die G k-

zusammenhiingend ist, ist der Zusammenhang k(G) von G. Insbesondere k(G)
ist k(G) = 0 genau dann, wenn G nicht zusammenhiingend oder ein K*
ist, und es gilt K(K™) = n—1 fiir alle n > 1. (-kanten-

Ist |G| > 1, so heiBt G {-kantenzusammenhingend, wenn G — F zusammen-
fiir jede Kantenmenge F' C E der Méchtigkeit < ¢ zusammenhéngend hangend
ist. Das grofite £ € N, fiir das G /-kantenzusammenhéngend ist, ist der
Kantenzusammenhang A(G) von G; insbesondere ist A(G) = 0, wenn G AG)
nicht zusammenhéangend ist.

Fiir nicht triviales G gilt stets
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G H

Abb. 0.4.3. Das Oktaeder G (links) mit k(G) = MG
ein Graph H mit x(H) = 2 und A\(H)

(Beweis als Ubung). Hoher Zusammenhang setzt also hohen Minimal-
grad voraus. Umgekehrt sichert hoher Minimalgrad keinen hohen Zu-
sammenhang, ja nicht einmal hohen Kantenzusammenhang. (Beispiele?)

Bereits aus hohem Durchschnittsgrad folgt aber die Existenz eines
Teilgraphen hohen Zusammenhangs:

Satz 0.4.2. (Mader 1972)
Jeder Graph mit Durchschnittsgrad mindestens 4k hat einen k-zusam-
menhéngenden Teilgraphen.

Beweis. Fiir k € {0,1} ist die Behauptung trivial; es sei G = (V, E) ein
Graph mit |V| =: n und |E| =: m, sowie k > 2. Aus Induktionsgriinden
ist es einfacher, die folgende stirkere Behauptung zu zeigen: G enthélt
stets einen k-zusammenhéngenden Teilgraphen, wenn

(i) n >2k—1 und
(i) m > (2k—-3)(n—k+1)+1.

(DaB dies eine stérkere Behauptung ist, da8 also (i) und (ii) aus unserer
Annahme von d(G) > 4k folgen, ist klar: (i) gilt wegen n > A(G) >
d(G) > 4k, und (ii) folgt aus m = d(G)n > 2kn.)

Wir verwenden Induktion nach n. Ist n =2k —1,soist k = 3 (n+1),
und daher mit (ii) m > 3n(n —1). Damit ist G = K™ D K1, und
die Behauptung wahr. Wir nehmen nun n > 2k an. Ist v eine Ecke mit
d(v) < 2k — 3, so kénnen wir die Induktionsannahme auf G — v anwenden
und sind fertig; es gelte daher 6(G) > 2k — 2. Ist G k-zusammenhiingend,
so gibt es nichts zu zeigen. Anderenfalls hat G die Form G = G; UG5 mit
|G1NGs| < kund |Gy],|G2] < n. Da jede Kante von G eine Kante von
(1 oder von (G5 ist, hat G keine Kante zwischen G; — G5 und Go — G.
Jede Ecke in diesen Untergraphen hat nach Annahme 6(G) > 2k — 2
Nachbarn, und so gilt |G1], |G2| > 2k — 1. Damit erfiillt aber mindestens
einer der Graphen G; und G die Induktionsannahme (und wir sind
wiederu